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Simulation von gleichverteilten Zufallszahlen



Dichtefunktion:

� EINBETTEN Equation.2  ����Verteilungsfunktion:

� EINBETTEN Equation.2  �����

Durch Pseudozufallszahlengeneratoren:



Erzeugung von Zufallszahlen im Intervall [0,1[:



� EINBETTEN Equation.2  ���Restbruch von � EINBETTEN Equation.2  ��� für alle � EINBETTEN Equation.2  ���



� EINBETTEN Equation.2  ���stellt den Startwert dar (Parameter wird vorgegeben)

die Vorkommastelle wird abgeschnitten, anschließend wird der Restbruch gerundet

der Startwert liegt innerhalb des Intervalls [0,1]

die erzeugte Zufallszahl � EINBETTEN Equation.2  ���stellt den Parameter � EINBETTEN Equation.2  ���für den nächsten Durchlauf dar



Beispiel:

der Startwert wird auf � EINBETTEN Equation.2  ���gesetzt



� EINBETTEN Equation.2  ����0�1�2�3�4�5�6��� EINBETTEN Equation.2  ����0.5�0.408�0.651�0.659�0.970�0.340�0.551��� EINBETTEN Equation.2  ����0.408�0.651�0.659�0.970�0.340�0.551�0.526��







Durch Kongruenzgeneratoren:



Erzeugung von Zufallszahlen im Intervall� EINBETTEN Equation.2  ���:



� EINBETTEN Equation.2  ��� (mod � EINBETTEN Equation.2  ���) für � EINBETTEN Equation.2  ���



die Parameter � EINBETTEN Equation.2  ���und� EINBETTEN Equation.2  ���sind vor der Simulation vorgegeben, sie stellen während der Simulation Konstanten dar





Definition der einzelnen Parameter:



Parameter�Bezeichnung��� EINBETTEN Equation.2  ����Multiplikator��� EINBETTEN Equation.2  ����Inkrement��� EINBETTEN Equation.2  ����Modulus��� EINBETTEN Equation.2  ����Startwert��

mögliche Realisationen von Zufallszahlen liegen im Intervall � EINBETTEN Equation.2  ���

ist � EINBETTEN Equation.2  ��� handelt es sich um einen multiplikativen Generator

ist � EINBETTEN Equation.2  ���spricht man von einem gemischten Generator

nur bei den gemischten Generatoren sind� EINBETTEN Equation.2  ���verschiedene Zufallszahlen möglich

�Um die maximale Zykluslänge zu erreichen, sind nach Morgan [S.58] folgende Restriktionen bei der Wahl der Parameter zu beachten:

� EINBETTEN Equation.2  ��� und � EINBETTEN Equation.2  ��� dürfen keine Faktoren außer 1 gemeinsam haben

� EINBETTEN Equation.2  ���ist ein Vielfaches jeder Primzahl, die � EINBETTEN Equation.2  ��� dividiert

� EINBETTEN Equation.2  ��� ist ein Vielfaches von 4, wenn � EINBETTEN Equation.2  ��� ein Vielfaches von 4 ist



Beispiel für einen Kongruenzgenerator mit maximaler Zykluslänge:

Beispiel für � EINBETTEN Equation.2  ���,� EINBETTEN Equation.2  ���:



� EINBETTEN Equation.2  ����0�1�2�3�4�5�6�7�8�9�10�11�12�13�14�15�16�17��� EINBETTEN Equation.2  ����0�1�6�15�12�13�2�11�8�9�14�7�4�5�10�3�0�1��� EINBETTEN Equation.2  ����1�6�15�12�13�2�11�8�9�14�7�4�5�10�3�0�1�6��

Zu 1.)

Primfaktorzerlegung von � EINBETTEN Equation.2  ��� und � EINBETTEN Equation.2  ���:

� EINBETTEN Equation.2  ���

� EINBETTEN Equation.2  ���

� EINBETTEN Equation.2  ��� und � EINBETTEN Equation.2  ���enthalten keine gemeinsamen Faktoren außer 1.



Zu 2.)

� EINBETTEN Equation.2  ���

Die einzige Primzahl, die � EINBETTEN Equation.2  ��� dividiert ist die 2, 4 ist ein Vielfaches von 2.



Zu 3.)

� EINBETTEN Equation.2  ���( Vielfaches von 4

� EINBETTEN Equation.2  ��� ist ein Vielfaches von 4, � EINBETTEN Equation.2  ���





Erzeugung von Zufallszahlen im Intervall [0,1[:



Umformung der zuvor erzeugten Zufallszahlen durch � EINBETTEN Equation.2  ���







�

Simulation einer diskreten Zufallsvariablen



allgemeiner Fall:



diskrete Verteilung mit verschiedenen Realisationen� EINBETTEN Equation.2  ���liegt zugrunde

Wahrscheinlichkeit für das Eintreten des Ereignisses � EINBETTEN Equation.2  ��� ist � EINBETTEN Equation.2  ���für � EINBETTEN Equation.2  ���

die Zufallsvariable� EINBETTEN Equation.2  ���nimmt den Wert 0 an, wenn gilt: � EINBETTEN Equation.2  ���

die Zufallsvariable� EINBETTEN Equation.2  ���nimmt den Wert j an, wenn gilt: � EINBETTEN Equation.2  ���für � EINBETTEN Equation.2  ���

Die Summe der Teilintervalle ergibt:� EINBETTEN Equation.2  ���

� EINFÜGENGRAFIK F:\\Bilder\\BINOM.BMP \d \* FORMATVERBINDEN ���

Abbildung � SEQ Abbildung \* ARABISCH �1�:Morgan [S.92]: Illustration, nach der die „Table-look-up“-Methode arbeitet.

Simulation einer binomialverteilten Zufallsvariablen





Wahrscheinlichkeitsfunktion

� EINBETTEN Equation.2  ��� für � EINBETTEN Equation.2  ���.



�Verteilungsfunktion

� EINBETTEN Equation.2  �����





Nachfolgend soll die Simulation einer � EINBETTEN Equation.2  ���-verteilten Zufallsvariable� EINBETTEN Equation.2  ���erörtert werden.



Häufigkeit des Ereignisses Zahl�f(x)�F(x)��0�0,1681�0,1681��1�0,3601�0,5282��2�0,3087�0,8369��3�0,1323�0,9692��4�0,0284�0,9976��5�0,0024�1,0000��

Generierung von gleichverteilten Zufallszahlen im Intervall [0,1[

Aufspaltug des Intervalls [0,1] in Teilintervalle gemäß Verteilungsfunktion � EINBETTEN Equation.2  ���



Teilintervall�Intervallänge�Anzahl Kopf��1. Teilintervall�[0,0.1681]�0��2. Teilintervall�]0.1681,0.5282]�1��3. Teilintervall�]0.5282,0.8369]�2��4. Teilintervall�]0.8369,0.9692]�3��5. Teilintervall�]0.9692,0.9976]�4��6. Teilintervall�]0.9976,1.0000]�5��

Durch verschiedene Realisationen der gleichverteilten Zufallsvariablen � EINBETTEN Equation.2  ��� kann der Ausgang der Binomialverteilung simuliert werden:



Realisation� EINBETTEN Equation.2  ����Realisation liegt in Teilintervall�Ausgang der Binomialverteilung � EINBETTEN Equation.2  �����0,2587�2�1x Kopf��0,6579�3�2x Kopf��0,9828�5�4x Kopf��0,3517�2�1x Kopf��



Simulation einer stetigen Zufallsvariablen

am Beispiel der Exponentialverteilung:



Dichtefunktion:

� EINBETTEN Equation.2  ��� für � EINBETTEN Equation.2  ����Verteilungsfunktion:

� EINBETTEN Equation.2  �����

Generierung von gleichverteilten Zufallszahlen im Intervall [0,1[

� EINBETTEN Equation.2  ���ist eine Verteilungsfunktion einer stetigen Verteilung

die Umkehrfunktion � EINBETTEN Equation.2  ���besitzt dann die gewünschte Verteilung � EINBETTEN Equation.2  ��� (Inversionsmethode)

Bildung der Umkehrfunktion ist nur dann zulässig, wenn � EINBETTEN Equation.2  ��� ein stetige Funktion ist, die streng monoton wächst







Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung:�� EINBETTEN Equation.2  �����Umkehrfunktion der Exponentialverteilung:�� EINBETTEN Equation.2  �����



Beispiel für � EINBETTEN Equation.2  ���:

Gleichverteilte Zufallszahl: �Exponentialverteilte Zufallszahl:��0,543�0,392��0,846�0,935��0,246�0,141��0,900�1,151��0,990�2,303��0,999�3,454��



�am Beispiel der Standardnormalverteilung:



Dichtefunktion:

� EINBETTEN Equation.2  ���

�Verteilungsfunktion:

läßt sich nicht konkret bestimmen,�nur durch aufwendige Approximationen zu ermitteln (siehe vertafelte Verteilungsfunktion Standardwerke Statistik)��

� EINBETTEN Word.Picture.6  ���

Abbildung � SEQ Abbildung \* ARABISCH �2�: Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung, Aufgabensammlung zur Statistik I, R.Pauly/D. Trenkler





Grundvoraussetzung zur Simulation von standardnormalverteilten Zufallszahlen sind wieder gleichverteilte Zufallszahlen aus dem Intervall [0,1[

anschließend werden die erzeugten Zufallszahlen mit der vertafelten Verteilungsfunktion� EINBETTEN Equation.2  ���der Standardnormalverteilung verglichen





�Nachfolgende Realisationen der � EINBETTEN Equation.2  ���-Verteilung werden durch� EINBETTEN Equation.2  ���-verteilte Zufallszahlen erzeugt:

� EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  �����0,0318�-1,85��0,2459�-0,02��0,8124�0,89��0,1254�-1,15��

gleichverteilte Zufallszahlen < 0,5 erzeugen standardnormalverteilte Zufallszahlen <0

gleichverteilte Zufallszahlen > 0,5 erzeugen standardnormalverteilte Zufallszahlen >0

die Genauigkeit der erzeugten Zufallszahlen hängt von der Genauigkeit der vertafelten Verteilungsfunktion � EINBETTEN Equation.2  ���ab

Tabellen für die Verteilungsfunktion sind in den Standardwerken der Statistik, z.B.  Bamberg Baur, aufgeführt und können dort entnommen werden.





Erzeugung von Zufallszahlen in Microsoft Excel:

Gleichverteilte Zufallszahlen



Generierung von gleichverteilten Zufallszahlen durch den folgenden Algorithmus:



� EINBETTEN Equation.2  ���Restbruch von � EINBETTEN Equation.2  ��� für alle � EINBETTEN Equation.2  ���



der Startwert � EINBETTEN Equation.2  ���ist dabei abhängig von der Systemzeit

durch den Algorithmus sind bis zu 1 Million gleichverteilte Zufallszahlen möglich







Durch nachfolgende Formel kann die Erzeugung von gleichverteilten Zufallszahlen in Excel-Tabellen aus dem Intervall [0,1[ erreicht werden:

=ZUFALLSZAHL( )





Sollen gleichverteilte, ganze Zufallszahlen aus einem Intervall erzeugt werden, so bietet Microsoft Excel folgende Funktion:



=ZUFALLSBEREICH(� EINBETTEN Equation.2  ���)



die Variable � EINBETTEN Equation.2  ��� stellt dabei die untere Grenze dar, � EINBETTEN Equation.2  ��� ist die obere Grenze

mit Hilfe dieser Funktion werden ganze Zufallszahlen aus dem Intervall� EINBETTEN Equation.2  ���erzeugt.

Nicht-gleichverteilte Zufallszahlen in Microsoft Excel:

nicht-gleichverteilte Zufallszahlen können über den Menue-Punkt��             			Extras/Analysefunktionen/Zufallszahlengenerierung��eingebunden werden

verschiedene Verteilungen sind möglich (diskret, stetig)

neben den Parametern die die Verteilung bestimmen sind Stichprobenanzahl, Stichprobenumfang und Ausgabebereich anzugeben

um für Experimente gleiche Zufallszahlen erzeugen zu können bietet Excel die Möglichkeit, im Feld „Ausgangswert“ einen bestimmten Startwert einzugeben



�
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